Grupper och ringar

Vi utgér fran mangden N,, och den bindra operationen @’
e Det finns ett element, [0], i N,, som &r neutralt dd man anvander den binara

operationen @ .
e Allaelementi N,, har en invers med avseende pd @ .

Om man anvéander @ upprepade ganger sa kan man gora pa féljande satt.
[2]®[s]e[7]=[7]®[7]=[4].
\_'_l
Réknas forst
Men man kan lika gdrna téanka sa har.
[2]®[5]@[7]=[2]®[2]=[4].
\_'_l
Réknas forst
| sista raden ovan ér [5] och [7] ”ihopraknade” forst, medan [2] har “’sparats”. Observera att

elementen fortfarande star i samma ordning. (Elementen &r alltsa inte omkastade.) Det enda
som gjorts &r att man grupperat olika under utrakningarna. Att gruppera element pa detta satt
kallas egentligen for att associera. Som man kan se, sa andras inte resultatet nar man
associerar pa olika satt. Man sager ocksa att @ &r en associativ binar operation i N,. Vi kan

lagga till en punkt till punktlistan ovan:
e Den binara operationen @ é&r associativi N,,.

De tre punkterna ovan gor tillsammans att N,, tillsammans med @ utgdr en grupp.

Vi kan ta denna delméngd av N,,: {[0],[2].[4].[6].[8]}-

Den delméangden ar ocksa en grupp:
e Den innehaller ett neutralt element.
e Varje element har en invers.
e Den bindra operationen @ ar associativ.

Uppgifter
19. Gor en additionstabell for denna delgrupp.

20. Varfor ar inte den har delméangden, {[2] [4].[6]. [8]} , till N, en delgrupp tillsammans

med @®?
21. Det finns en delgrupp till N,, som bara har tva element. Forsok att finna denna!

Mangden N,, ar ingen grupp tillsammans med den binéra operationen ® . Det finns element
som inte har nagon multiplikativ invers. Visserligen har vissa av elementen multiplikativ
invers, tex. har elementet [3] den multiplikativa inversen [7], eftersom [3]®[7]=[1]. ([1] &r

ju det neutrala elementet i det har sammanhanget.) Men alla element ska ju ha en invers om
delméngden ska vara en delgrupp.



Uppgift
22. Forsok finna en delméngd till N, som ar en grupp tillsammans med ® .

(Ledning: delméngden har fyra element.)
23. Gor en multiplikationstabell for den delméngden.

24. Utga frn delmangden {[0],[5]} och ®.

Ar den delmangden en grupp? Vilket ar i s fall det neutrala elementet?
(Detta &r nog en klurig uppgift!)

25. Gor en multiplikationstabell for {[O] [5]} och ®.

Vi atergar nu till N,, och avser att anvanda bade @ och ®. Vi har redan konstaterat att N,, ar
en grupp tillsammans med @. Vi kan ju rédkna ® i N,,, trots att N,, inte & nagon grupp
tillsammans med ® . Det finns alltsa tva olika bindra operationer i N,, och den ena, som brukar
kallas den forsta, gor N,, till en grupp. Detta racker for att man ska kunna kalla N,, for en
ring.

| en ring ska det alltsa finnas tva olika binara operationer. Den ena av dem ska géra mangden
man utgar ifran till en grupp, men man har inte nagot sadant krav pa den andra av dem.

Men, det &r en sak till! Man maste bestimma i vilken ordning man ska rakna om bada
operationerna forekommer samtidigt.

Man har bestamt att den andra binara operationen ska raknas forst. Sa ska man gora oavsett i
vilken ordning elementen star.

Ett exempel: [3]®©[4]®[2]=[3]®[8]=[1].

Uppgift
26. Berakna [5]®[2]®[4]®[3]®[8]@[3]®[8]®[9].

(Svaret ska bli [5].)

En ring behover inte ha multiplikativt enhetselement. Det racker med att mangden ar en grupp
tillsammans med “forsta bindra operationen” och att det finns en bindr operation till.

Delméngden {[0],[2],[4].[6].[8]} till N,, ar en ring, men den har inget enhetselement med
avseende pa ®.

Om en ring har ett enhetselement med avseende pa dess andra binara operation, sa brukar man
kalla detta for en etta, &ven om det inte har nagot med talet 1 att gora.

Uppgift
27. Visa att delméangden {[0], [5]} till Ny, é&r en ring med etta. Ange “ettan”!

(Kanske en svar uppgift?)

En ring dar alla element utom enhetselementet for den férsta binéra operationen har invers med
avseende pa den andra binara operationen kallas en kropp. Alltsa ar {[O] [5]} en kropp.



