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Broarna i Konigsberg
Definition (Grad). Ett horns grad &r antalet kanter som gar ut fran hornet.

Ovning 1. Ange gradtalen hos hérn i grafen G i Figur 1 nedan.

Figur 1: Grafen G.

Ovning 2. Bevisa att summan av gradtalen i en graf ar alltid jamn.
Ovning 3. Anta att grafen G har 6 hérn med grader 1, 2, 2, 3, 3, 5. Hur manga kanter har G?

Ovning 4. Forklara varvor Ovning 3 ovan implicerar det sa kallade handskakningslemmat som
sager att det under ett cocktailpartys lopp hela tiden ar ett jaimnt antal gister som har skakat
hand ett udda antal ganger.

Tips: Lat gisterna vara horn och dra en kant mellan tva personer som har skakat hand.

Ovning 5. Modellera broarna i Konigsberg med en multigraf och férklara varfor problemet ir
ekivalent med att hitta en Eulerkrets i denna graf.

Ovning 6. Anta att vi vandrar lings en krets i en graf. Forklara varfor vi i varje horn maste
ga in lika manga ganger som vi gar ut.

Ovning 7. Forklara varfor forgaende 6vning innebar att varje hérn maste ha jimn grad for att
det ska kunna finnas en Eulerkrets.



Ovning 8. Tiink igenom de tre foregiaende dvningarna igen och skriv ett komplett och Littforstaeligt
bevis for att det &r omojligt att vandra langs broarna i Koénigsberg sa att man boérjar och slutar
pa samma, stélle och har gatt 6ver varje bro exakt en gang.

Ovning 9. Om man far bérja och sluta pa olika stillen (till exempel om man ska ita séndagsmiddag
hemma hos svérmor), gar det da att uppfylla kravet pa att ga ldngs alla broar exakt en gang?
Forklara varfor detta innebér att finna en Eulervig i multigrafen.

Euler utforde resonemanget i évningerna oven och fann ockséa att kraven pa grader inte bara
nodvindiga utan ocksa tillréckliga (om bara alla kanter éverhuvudtagen hénger ihop):

Sats (Eulerska grafer).

1. En graf har en Eulerkrets om och endast om grafen dr sammanhdngande och alla horn har
jamn grad.

2. En graf har en Fulervig om och endast om grafen dr sammanhdngande och hégst tva horn
har udda grad.

Ovning 10. Lésa Ovning 9 pa andra 6vningsbladet.



