Centrar for en triangel

Johan Richter

Vi ska lara oss lite om trianglar idag. Ni har sékert stott pa trianglar en
hel del i er tidigare utbildning men jag tror det kommer vara en del nya saker
for er idag, &ven om ni laser nian.

Ett begrepp vi kommer anvéinda &r kongruens. Tva trianglar ar kongruenta
om de &r identiska, bara att de befinner sig pa olika stéllen.

Det finns nagra sitt att verifiera att tva trianglar &r kongruenta. Dessa
kommer ni fa lara er i skolan om ni inte redan lart er det, sa jag bevisar dem
inte har. En sddan regel ar att tva trianglar har samma sidlangder, da maste
de vara kongruenta. Det kallas ofta fallet sida-sida-sida.

Ett annat fall &r om tva sidor, och vinkeln mellan, ar lika. Det kallas ofta
sida-vinkel-sida.

Exempel. I triangeln ABC ir |AB| = 10, |BC| = 12 och ZBAC = 3442, 1
triangeln DEF #r |DE| = 10, |[DF| = 12 och ZEDF = 3498, Alltsd &r det
tva trianglarna kongruenta, t ex |EF| = |BC|.

Vi kommer ocksa behdva begreppet likformighet. Tva trianglar ar lik-
formiga om de &r lika forutom att skalan &r olika. Om vinklarna &ar lika sa
ar trianglarna likformiga. Ett annat sétt att visa likformighet ar att kolla att
AB: A'B' = AC : A’C" och vinkeln vid A ar lika med vinkeln vid A’. Notera
att man maste tala om vilka sidor och vinklar som hor ihop om det ar oklart.

Exempel. I trianglarna ABC och DEF' giller det att LA = £ZD = 31°,
|AB| = |DE| =4 och |AC| = |DF| = 6 . Visa trianglarna dr kongruenta.

Exempel. Triangeln ABC éar likformig har sidan |AB| = 10, |[AC| = 11 och
|BC| = 12. 1 triangeln DEF &r vinkeln vid D lika med vinkeln vid A, och
|DE| =20, |DF| = 22. Vad é&r ldngden av sidan EF?

Circumcentrum

Ta och rita upp lite trianglar. Se till att de ser ut pa olika vis. Rita ganska
stort, sa att det blir lattare att rita till extra saker i triangeln och sa att ni kan
se vad som hénder.



Ta och hitta mittpunkt pa varje triangelsida. Sedan ritar ni en linje (ett
streck i mer vardagligt sprak) vinkelrdt ut fran varje mittpunkt. Dessa linjer
kallas mittpunktsnormaler for triangeln. Gor det for alla trianglarna.

Efter ni gjort det, s4 undrar jag om ni ser nagot monster?

Sats. I en triangel sa skar alla 3 mittpunktsnormaler varandra i en punkt.

Bewvis. Lat de tre hornen i en triangel vara A;B och C. Dra mittpunktsnor-
malerna fran sidan AB och sidan BC. Dessa maste skdra varandra i en punkt,
som vi kallar O . Lat C’ vara mittpunkten pa sidan AB. Notera att triangeln
AC'O ar kongruent med triangeln BC'O. Alltsa ar sidan AO lika lang som
sidan BO. Ett liknande resonemang visar att sidan BO é&r lika lang som sidan
CO. Alltsa &r dven sidan AO lika lang som sidan CO.

Lat B’ vara mittpunkten pa sidan AC. Rita ut B’O. Triangeln AB’O ar
kongruent med CB’O enligt fallet SSS. Alltsa maste vinkeln ZAB’O vara lika
stor som ZCB’0, vilket betyder de ar 90 grader.

Vad vi visat ar att B’O ar mittpunktsnormalen pa AC och alla tre mittpunk-
tsnormalerna gar alltsa genom punkten O.

O

Punkten dar mittpunktsnormalerna skér varandra kallas circumcentrum.

Sats. Clircumcentrum for en triangel dr mittpunkten for en cirkel som gar
igenom triangelns 3 horn.

Bewvis. Det foljer fran resonemanget i forra beviset. Cirkeln med centrum i O
och radien AO kommer ocksa ga igenom punkterna B och C. O

Ortocentrum

Rita aterigen upp nagra trianglar. Fran varje hérn i varje triangel sa ska ni
rita ut hojden till motstaende sida. Det dr den kortaste linjestycket till den
forlangda sidan.

Om ni ritar ordentligt, vilket inte ar helt 14tt kanske, sa ska ni méarka att
de 3 hojderna verkar skéra varandra i en punkt.

Sats. De tre hojderna till en triangel skar varandra i en punkt.

Bevis. Lat triangeln ha hérnen A, B, C'. Anta vinkeln vid A ar «, vid B ar 3
och vid C ir . Skapa en triangel C AB med AB som bas sadan att ZCAB = 8
och ZCBA = a, och de tva vinklarnas inre ligger utanfor triangeln. Likasé
skapa en triangel ABC dir ZCAB = ~ och ZACB = «. Slutligen skapa en
triangel ABC dir ZABC = ~ och /ACB = B.

Notera att alla tre nya trianglar ar kongruenta med ABC'. (De har samma
vinklar och en sida som &r lika.) Notera ocksa att A kommer ligga pa strickan
CB. Det foljer av att vinkel ZCAB ar a+ 3 + v = 180°. Likasa ligger B pa
strickan C A och C pa AB.



Vi ser att A, B och C i sjilva verket dr mittpunkter pa sidorna i triangeln
ABC. Vidare ir BC parallell med sidan BC, osv.

Dra mittpunktsnormalen for sidan BC. Den méaste gi igenom A for det ar
mittpunkten. Nagonstans skér den linjen genom B och C'. Eftersom normalen
ar vinkelriit mot BC' och BC' ir parallell med BC' s& ér mittpunktsnormalen
ocksa vinkelrdt mot BC. Det betyder att en mittpunktsnormal i ABC ér en

héjd i ABC. Eftersom mittpunktsnormalerna i ABC' skér varandra i en punkt
sa skar héjderna i ABC varandra i en punkt. O

Punkterna dar de tre héjderna skar varandra kallas ortocentrum.

Centroid

Rita upp nagra trianglar igen. Rita ni strickor fran varje horn till mittpunkten
pa motstaende sida. Dessa strackor kallas medianer. Ni kanske kan gissa vad
som kommer hénda: for varje triangel kommer de 3 medianerna skéra varandra
i en punkt.

For att visa det visar vi forst en annan sats.

Sats. Ldt ABC wvara en triangel. Lat A’ vara mittpunkten pd sidan BC och
B’ wvara mittpunkten pa sidan AC. Medianerna AA’ och BB’ skar varandra i
en punkt, G. Det gdller att AG : GA' =2 :1 och ocksd att BG : GB' =2 : 1.

Kan vi gora det stegvis tillsammans?
Medianerna AA’ och BB’ skar definitivt varandra i en punkt, som vi kallar

Visa sedan att triangeln C B’ A’ ar likformig med CBA. Vad ar langdskalan?

Nista sak jag pastar ar att ZA'B'G = ZABB’. Visa det.

Det visar att triangeln ABG ér likformig med triangeln A’B’G. Eftersom
strackan A’B’ ar halften sa lang som strickan AB sa dr GA’ halften sa lang
som AG och GB’ hilten sa lang som BG.

Bevis. Medianerna AA’ och BB’ skar definitivt varandra i en punkt, som vi
kallar G.

Triangeln CB’A’ ar likformig med CBA eftersom vinkeln vid C' ar samma
och CB': CA=CA’: CB =1/2. Alltsa ar strackan A’ B’ hélften sa lang som
strackan AB och ZA'B'C = Z/BAC och /B'A'C = Z/ABC.

Nista sak jag pastar ar att ZA'B'G = ZABB’. Om ni inte stott pa satsen
som visar att det dr sant kan man inse att ZA’B’G = 180°—- Z/A’B'C - /AB’B
och ZABB' = 180° — /BAC — ZAB'B. Eftersom Z/A'B'C = /BAC sa ar
/A'B'G=/ABB’' = /ABG. Likasa ar /BAG = /B'A'G.

Det visar att triangeln ABG éar likformig med triangeln A’B’G. Eftersom
strickan A’B’ ar halften sa lang som striackan AB sa ar GA’ halften sa lang
som AG och GB’ hilten sa lang som BG. O

Sats. Alla 8 medianerna i en triangel skdr varandra i en punkt.



Bevis. Lat ABC vara en triangel. Lat A’ vara medelpunkten pa sidan BC),
osv. Vi vet att AA’ och BB’ skir varandra i en punkt som vi kan kalla G, som
ligger tva tredjedelar lings véigen fran A till A’. Det ar bara vad foregaende
sats sdger. Men vi kan lika garna tillampa satsen pa medianerna AA’ och CC".
De maste skéira varandra i punkten som ocksa ligger tva tredjedelar langs vigen
fran A till A’. Alltsa ar det samma punkt, G, och i G skir alla 3 medianerna
varandra. O

Punkten dar medianerna skar varandra kallas centroiden. Centroiden ar lika
med tyngdpunkten av triangeln (med vilket jag menar hela omradet innanfor
triangelns sidor). Hur vi definierar tyngdpunkten matematiskt tédnkte jag inte
ga in pa, men ni har kanske en intuitiv fysikalisk bild vad det innebé&r?

Eulerlinjen

Ta nu och rita lite nya trianglar. Ta och rita ut alla tre centrarna vi har pratat
om. Vi kommer inte vara intresserad av sjilva linjestyckena nu sa de kanske ni
kan sudda efter ni hittat skdrningspunkterna. Om ni gor detta for nagra olika
trianglar, kan ni se nagot monster?

Sats. For varje triangel finns det en linje som innehaller circumcentrum, or-
tocentrum och centroiden for triangeln.

Bevis. Anta vi har en triangel ABC. Lat A’ vara mittpunkten pa sidan BC.
Lat O vara circumcentrum och G centroiden for ABC. Om O = G sa kan vi
definitivt hitta en linje som ocksa gar igenom H, sa anta att O # G. Lat H
vara punkten saddan att |HG| = 2|GO| och |HO| = 3|GO|.

Trianglarna AGH och A’GO har en vinkel som ér lika stor (den vid G)
och |HG| : |GO| = |AG| : |GA'| = 2. (Vi har anvént en egenskap vi visade
forut.) Alltsa &r trianglarna likformiga. Det medfor i sin tur att vinkeln som
AH och A’O bildar mot linjen HO ar samma. Alltsa ar AH parallell med A’O.
Eftersom A’O &r vinkelrat mot sidan CB ar AH det ocksa, sa AH ar hojden
fran A till sidan BC.

Exakt samma resonemang kan nu goras for B och C, och vi kommer fram
till att deras hojder ocksa skir i H.

O

Notera att beviset faktiskt visar att avstandet fran circumcentrum till cen-
troiden &r hélften av avstandet fran ortocentrum till centroiden.

Linjen genom de 3 punkterna kallas for triangelns Eulerlinje. Namnet Euler
kommer ni stéta pa igen om ni ldser matematik pa gymnasie och hogskoleniva,
han gjorde mycket. Just Eulerlinjen kdnner dock inte sa manga till.

Exempel. T en likbent (men inte liksidig) triangel & Eulerlinjen lika med
mittpunktsnormalen fér den avvikande sidan.



Geometriuppgifter

1. En triangel har horn i punkterna med koordinater (0, 0), (2,0) och (1, 3).
Vad &r koordinaterna for triangelns centroid?

2. Triangeln ABC ér likformig med triangeln DEF. Vi vet att |[AB| = 3,
|AC| =4 och |BC| = 2. I DEF giller det att |[DE| = 10 och |DF| = 7.5.
Vad ar |EF|?

3. Betrakta triangeln nedan.

B

A 2x Cc X

Stréackorna AB och CD ar parallella. Vilket pastaende &r sant?
(i) b &r dubbelt sa lang som a.

(ii) a ar en tredjedel sa lang som b.

(iii) Det finns inget enkelt samband mellan a och b.

A y P X B

a) Motivera varfor AAPD ~ ACPD ~ APBC.
b) Lat AP =y. Skriv ett uttryck for y som bara innehélller a och c.
c) Lat BP = x. Skriv ett uttryck f6r z som bara innehaller b och c.

d) Anvind uttrycken i b) och c) for att bevisa Pythagoras sats.

5. Skapa nagra trianglar och prova rita ut bisektriser till de tre vinklarna.
Mark ett monster. Kan ni bevisa det?
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Visa att en median delar en triangel i tva deltrianglar med samma area.
Jag pastod att centroiden var tyngdpunkten. Kan ni prova det fysiskt?
Kan ni ge ett teoretiskt argument for varfor centroiden ar tyndpunkten?

Visa att om P, @, R ar tre punkter, som inte alla ligger pa en linje, sa
finns det exakt en cirkel som gar igenom P, Q) och R.

Rita upp nagra trianglar. Rita ut centroiden, circumcentrum och orto-
centrum. Se ett monster. Fraga Johan efter bevis om du ar intresserad.

Rita upp lite trianglar. Rita ut cirkeln som gar igenom de tre mittpunk-
terna. Rita ocksa ut hojderna, och kanske linjen fran forra uppgiften.
Kan ni se ett monster?



Tips

1
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10.

. Dra medianen fran (1, 3).

. |DE|/|DF| = 20/15 = 4/3.

Monstret vi tankte pa ar att bisektriserna skéar varandra i en punkt. For
att bevisa det ar det bra att kdnna till foljande sats: Om punkten P
ligger pa bisektrisen till ZBAC sa &r avstandet fran P till AB lika stort
som avstandet fran P till AC. Som kuriosa kan ndmnas att punkten dar
bisektriserna skir varandra oftast inte ligger pa Eulerlinjen.

Langen av basen i bada deltrianglarna ar lika. Hojden &r ocksa lika.
(Varfor?)

Klipp ut en triangel i kartong.

Titta pa varje median for sig och argumentera for att tyngdpunkten maste
ligga pa den. Den enda punkten som ligger pa alla 3 medianer &r cen-
troiden.

Lat de tre punkterna vara hornen i en triangel. I avsnittet om circum-
centrum visade vi att en cirkel gick igenom alla 3. Hur visar ni att det
bara finns en cirkel med den egenskapen?

Rita ut hojderna till triangeln. Ni kan ocksa rita ut Fulerlinjen och
cirkelns centrum.



